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Dies ist die Ausarbeitung zum Seminarvortrag in der Vorlesung ,,Perlen
der Informatik 3“. Es wird ein formaler Beweis des Huffman-Algorithmus
von J.C. Blanchette vorgestellt. Dieser wird in der Syntax des interaktiven
Theorembeweisers Isabelle gefiihrt. SchlieBlich werden kurz Anwendungen
des Algorithmus aufgezeigt.
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1 Einleitung

Der Huffman-Algorithmus stellt eine Methode zur verlustfreien Komprimie-
rung von Daten dar. Er wurde 1952 von David A. Huffman entwickelt [I].
Der Algorithmus erzeugt aus Symbolen und deren Verteilung im zu kompri-
mierenden Text, Bindrbaume, aus welchen préfixfreie Kodierungen variabler
Lénge (Huffman-Codes) gewonnen werden. Diese kodieren den Text mit mi-
nimalem Speicherplatz.

Huffman lieferte in seiner Arbeit keinen Beweis fiir die Optimalitat der
erzeugten Kodierungen, es finden sich jedoch in der Literatur bei Cormen
[3] und Knuth [4] Beweise bzw. Beweisskizzen. Aufbauend auf diesen Be-
weisen wird in der Arbeit Proof Pearl: Mechanizing the Textbook Proof of
Huffman’s Algorithm von J. C. Blanchette der Algorithmus und dessen Be-
weis in Isabelle formalisiert [2]. Die folgenden Kapitel 2 bis 5 basieren auf
dieser Arbeit.

2 Huffman-Algorithmus

Als Eingabe erwartet der Huffman-Algorithmus Symbole mit zugeordneten
Gewichten. In der Praxis entsprechen diese fast immer den Héufigkeiten, mit
denen die Symbole in den zu komprimierenden Daten vorkommen. Der Algo-
rithmus konstruiert dann einen Bindrbaum, dessen Bléatter die eingegebenen
Symbole mit Gewichten sind. Der entstandene Baum hat minimale gewich-
tete Pfadléange. Diese ist fiir ein einzelnes Symbol das Produkt aus Gewicht
und Tiefe eines Symbols im Baum. Die Summe der gewichteten Pfadlangen
aller Symbole ergibt schliellich die gewichtete Pfadldnge des Baumes.

Im Folgenden wird die Vorgehensweise des Algorithmus beschrieben: In
jedem Schritt wahlt der Huffman-Algorithmus aus einer Liste von Baumen
jeweils zwei mit minimalem Gewicht an der Wurzel aus. Diese werden kom-
biniert, indem ein neuer Knoten erstellt wird, der als Gewicht die Summe
der Gewichte der beiden Baume erhélt. Linker und rechter Teilbaum dieses
Knotens sind die beiden Baume, die kombiniert werden sollen.

Anschlieffend wird der entstandene Baum wieder in die Liste eingefiigt.
Der Algorithmus terminiert, sobald in der Liste nur noch ein einzelner Baum
iibrig ist. Dieser Baum ist die Ausgabe des Algorithmus, aus ihm kénnen
nun Kodierungen fiir die Symbole gewonnen werden. Das folgende Beispiel
soll den Algorithmus anschaulich verstdndlich machen:
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In diesem Beispiel sind die beiden Zeichen mit den geringsten Gewichten c



und e. Der aus den beiden Symbolen entstandene Baum hat Gewicht 4, wird
also wieder am Beginn der Liste einsortiert (2). Im Schritt von (2) auf (3)
wird der Baum mit den Symbolen ¢ und e mit dem Symbol b verbunden, da
diese Baume die geringsten Gewichte an der Wurzel tragen. In den folgenden
Schritten wird dieses Vorgehen wiederholt.

3 @

Der so entstandene Bindrbaum ist optimal bzgl. gewichteter Pfadlinge, aus
ihm koénnen nun Kodierungen der Symbole gewonnen werden, die die zu-
gehorigen Daten optimal komprimieren: Jede Kante zu einem linken Teil-
baum wird mit einer 0 annotiert, jede Kante zu einem rechten Teilbaum
mit einer 1 (Abbildung (5)). Die Kodierung des Symbols a ergibt sich nun
beispielsweise durch Konkatenation der Annotationen auf dem Pfad von der
Wurzel zu a, in diesem Fall 10.
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3 Funktionale Implementierung

Die funktionale Implementierung und der Beweis folgt der Arbeit von J.C.
Blanchette und verwendet die Syntax des Theorembeweisers Isabelle.

Bindrbdume werden durch einen eigenen Datentyp tree dargestellt. Jedes
Blatt (Leaf) und jeder innere Knoten (InnerNode) haben ein Attribut vom
Typ nat, welches ganzzahlige Werte speichert, hier das Gewicht des Teilbau-
mes. Das Attribut vom Typ « in Leaf beinhaltet die Symbole, die in den
Daten vorkommen und fiir welche Kodierungen gefunden werden sollen. In-
nere Knoten besitzen zusétzlich einen linken und einen rechten Teilbaum,
wiederum vom Typ « tree.

datatype « tree = Leaf nat o | InnerNode nat (« tree) (« tree)



In jedem Schritt des Huffman-Algorithmus miissen zwei Baume vereinigt
werden, hierzu wird ein neuer Knoten eingefiihrt, der als linken und rechten
Teilbaum diese beiden Béume besitzt. Das Gewicht der Wurzel des neuen
Baums ergibt sich aus der Summe der Gewichte der Wurzeln der beiden
iibergebenen Béaume.

uniteTrees t1 to = InnerNode (cachedWeight t1 + cachedWeight to) tq to

cachedWeight gibt hier einfach das Gewicht des Teilbaumes oder Blattes
zuriick.

cachedWeight (Leaf w a) = w
cachedWeight (InnerNode w ty t3) = w

Die Funktion insortTree fiigt einen Bindrbaum an der passenden Stelle in eine
aufsteigend nach Gewichten sortierte Liste von Baumen ein. Die Sortierung
der Liste vereinfacht die Suche nach Bdumen mit minimalen Gewichten an
der Wurzel.

insortTree u [ | = [u]

insortTree u (t - ts) = (if cachedWeight u < cachedWeight t
then u -t -ts
else t - insortTree u ts)

huffman vereinigt schliellich jeweils die zwei ersten Elemente in der Liste von
Baumen, dies sind die Bdume mit minimalem Gewicht an der Wurzel. Die
Funktion fiigt den so entstandenen Baum sortiert wieder in die Liste ein und
wird rekursiv mit der neuen Liste aufgerufen, bis diese nur noch ein Element
enthélt. Dieses Vorgehen entspricht genau dem Huffman-Algorithmus.

huffman [t] =t
huffman (t1 -ty - ts) = huffman (insortTree (uniteTrees t t3) ts)

Folgende Anforderungen werden an die Eingaben gestellt, damit der Algo-
rithmus eine optimale Losung findet: Die Eingabeliste muss aufsteigend nach
Gewichten sortiert sein und darf nur aus Bléttern bestehen. Auflerdem darf
jedes Symbol nur einmal in der Liste vorhanden sein.

4 Hilfsfunktionen und Lemmata

Um die Korrektheit des Algorithmus zu beweisen, werden zunéchst Funk-
tionen definiert, die Aussagen iiber die Eigenschaften und Korrektheit von
Eingaben, Bindrbdumen und die Optimalitéit der Ausgaben treffen lassen.



4.1 Eigenschaften von Bindrbdumen

Das Alphabet (alphabet) eines Baums ist die Menge aller Symbole, die den
Blattknoten im Baum zugeordnet sind.

alphabet(Leaf w a) = a
alphabet(Inner Node w ty ty) = alphabet t; U alphabet to

Zusatzlich muss gewéhrleistet sein, dass jedes Symbol nur einmal im Baum
vorkommt, d.h. dass das Alphabet des rechten und des linken Teilbaumes sind
disjunkt sind. Der Huffman-Algorithmus arbeitet nur mit diesen konsistenten
Baumen korrekt.

consistent(Leaf w a) = True
consistent(Inner Node w ty ty) = (consistent t1 A consistent ts
A alphabet t; N alphabet ty = 0)

Die Tiefe eines Symbols (nur fiir konsistente Baume definiert) ist die Lénge
des Pfads von diesem zur Wurzel. Die spétere Kodierungslédnge entspricht der
Tiefe eines Symbols im Baum. Ein Symbol, das nicht im Baum vorkommt,
erhélt Tiefe 0.

depth(Leaf wb)a =0

depth(InnerNode w ty t3) a = (if a € alphabet t; then depth t; a + 1
else if a € alphabet t5 then depth ty a + 1
else 0)

Die Hohe des Baumes entspricht der maximalen Tiefe eines Symbols:

height(Leaf wa) =0
height(InnerNode w t; ty) = max(height t1)(height t3) + 1

Die Héufigkeit (frequency) eines Symbols ist die Summe der Haufigkeit dieses
Symbols im linken und rechten Teilbaum. In einem konsistenten Baum, ist
jeweils hochstens ein Summand von 0 verschieden.

freq(Leaf wb) a = (if a = b then w else 0)
freq(InnerNode w ty ty) a = freq ty a + freq ts a

Auflerdem wird trotz der Moglichkeit, das Gewicht direkt aus einem Knoten
auszulesen, eine Funktion zur Berechnung des Gewichts definiert. Dies ver-
einfacht den spéteren Beweis, da die Korrektheit des aktuell in den Knoten
gespeicherten Gewichtes nicht gezeigt werden muss.

weight(Leaf wa) = w
weight(InnerNode w ty to) = weight t; + weight t,



Die gewichtete Pfadlange eines Baumes ist:

Zaealp,mbet freqtaxdepthta = weightt+ Zaealphabet Jreqtax (depthta—1).
Daraus ergibt sich die Rekursionsgleichung

cost(Leaf wa) =0
cost(InnerNode w t1 ts) = weight t1 + cost t; + weight ty + cost ty

Das Pradikat optimum t testet, ob t die minimale gewichtete Pfadlénge aller
Bindrbdume mit gleichem Symbolen und zugehorigen Gewichten hat. Dies
ist genau dann der Fall, wenn kein solcher Baum einen geringeren Wert bzgl.
der Funktion cost aufweist.

optimum t = (Yu. consistent u A alphabet t = alphabet u A freqt = frequ
— cost t < cost u)

Alle in diesem Abschnitt vorgestellten Funktionen sind auch in einer Version
fiir Listen von Baumen verfiighar. Diese Funktionen werden elementweise
angewendet und erhalten im Funktionsnamen als Index zusétzlich ein F.

4.2 swapSyms und swapFourSyms

swapFourSymst a b c d tauscht die Symbole a und b auf die Positionen von
¢ und d, zuvor muss a # b und ¢ # d gelten. Hierfiir wird die Hilfsfunk-
tion swapSyms benotigt, die 2 benachbarte Symbole tauscht. Benachbarte
Symbole sind Blatter im Baum, die am selben inneren Knoten héngen.

swapFourSymstabcd = (if a = d then swapSymstbc
else if b = ¢ then swapSymstad
else swapSyms(swapSymstac)bd

Die naive Definition (nur der else-Fall) wiirde in den beiden zuvor abgefan-
genen Féllen fehlschlagen. Das Problem ist, dass hierbei nicht alle Symbole
ihre Position tauschen.

Intuitiv sollten Symbole, die h&ufiger in den zu komprimierenden Daten
vorkommen mit weniger Bits kodiert werden, d.h. eine geringere Tiefe im
Bindrbaum aufweisen. Dies kann mithilfe von Isabelle gezeigt werden.

Lemma 1

Falls consistent t, a € alphabet t, b € alphabet t,
freqt a < freqt b und deptht a < depth tb,

dann cost (swapSymstab) < costt.



Dieses Lemma kann auf die Funktionsanwendung swapFourSyms t a b ¢ d er-
weitert werden: wenn a und b Blétter mit minimalem Gewicht sind (Pradikat
minima), ¢ und d auf maximaler Tiefe im Baum liegen, dann erhdhen sich
die Kosten nach Anwendung der Funktion nicht.

Lemma 2

Falls consistent t, minimatab, ¢ € alphabet t, d € alphabet t,
depth t c = height t, deptht d = height t und ¢ # d,

dann cost (swapFourSymstabcd) < cost t.

Der Beweis des Lemmas unterscheidet die Félle a = ¢, a =d, b =cund b
= d und wendet dann das obige Lemma 1 zu swapSyms an.

Da der Huffman-Algorithmus Bidume zusammentfiigt, existiert eine Funk-
tion mergeSibling, die zwei Blédtter des Baumes verschmilzt, das so entste-
hende Blatt hat als Gewicht die Summe der Gewichte der beiden Blétter.
Diese Funktion reduziert die Kosten des Baumes um genau diese Summe.
mergeSibling erlaubt es, die Kombination zweier Bdume genauer zu betrach-
ten.

Lemma 3
Falls consistent t und sibling t a # a,
dann cost(mergeSibling t a) + freqt a + freq t (sibling t a) = cost t.

Analog wird eine Funktion definiert, die ein Blatt in zwei Blétter spaltet, die
sich das Gewicht des urspriinglichen Blattes teilen.
So spaltet splitLeaf t w, a wy, b das Blatt a in zwei Blétter a und b auf, die die
Gewichte w, bzw. w, erhalten.

Auch fiir diese Funktion findet sich ein Kostenlemma, die Anwendung der
Funktion erhoht die Kosten des Baums um w, + ws.

Lemma 4
Falls consistent t, a € alphabet t und freqt a = w, + wy,
dann cost (splitLeaft w, a wy b) = cost t + w, + wy,

5 Optimalitatsbeweis

Mit den Erkenntnissen des vorigen Abschnitts kann nun die Optimalitit bzgl.
gewichteter Pfadlange der vom Algorithmus erzeugten Bindrbdume gezeigt
werden. Es ist leicht zu zeigen, dass das Alphabet, die Konsistenz und die
Héaufigkeiten der Symbole vom Huffman-Algorithmus unverédndert bleiben.
Um den Beweis fithren zu kénnen, muss noch eine weitere Eigenschaft von
splitLeaf im Zusammenhang mit optimalen Bidumen gezeigt werden:
Es wird splitLeaft w, a wy b auf den Baum angewandt. Wenn ¢ optimal ist,
w, und w, minimale Gewichte im neuen Baum sind und das Gewicht von a
auf w, und wy verteilt wird, so bleibt auch der entstandene Baum optimal.



Formal driickt dies das folgende Lemma aus:

Lemma 5
Falls consistent t, optimum t,

a € alphabet t, b & alphabet t, freqt a = w, + wy,

Ve € alphabet t. w, < freqt ¢ AN wy, < freqt ¢, und w, < wy,
dann optimum (splitLeaft w, a wy, b)

Der Beweis zeigt, dass wenn t optimal und damit giinstiger als alle ver-
gleichbaren Béaume v ist, dann auch der entstandene Baum giinstiger als alle
vergleichbaren Baume u ist. In u gibt es zwei Symbole ¢ und d, die auf der
tiefsten Ebene des Baumes liegen.

Wenn mergeSibling (swapFourSyms w a b ¢ d) a ausgehend vom Baum u
angewandt wird, werden zunéchst a und b Nachbarn, die anschlieend ver-
schmolzen werden. Es entsteht ein mit ¢ vergleichbarer Baum v. Mit Lemma
3 kann die Ungleichung weiter vereinfacht werden, indem mergeSibling sowie
w, + wy eliminiert werden. Der letzte Schritt ist die Anwendung von Lemma

N

cost(splitLeaft a w, bwy)

cost t + w, + wy

cost v + w, + wp

cost (mergeSibling (swapFourSymsu abcd) a) + w, + wy
= cost(swapFourSymsuabc d)

< costu

[IVARI

Nun kann die Optimalitdt des Huffman-Algorithmus bewiesen werden.

Satz
Falls consistentr ts, heightp ts =0, sortedByWeightts, und ts # ||,
dann optimum (huffman ts)

Der Beweis beruht auf Induktion iiber die Gréfle des Waldes ts. Als Eingabe
wird eine Liste von Bléattern erwartet, die aufsteigend nach Gewichten sortiert
sind.

Induktionsbasis
Falls ts aus einem einzigen Blatt besteht, wird dieses zuriickgegeben. Es hat
Kosten 0 und ist damit optimal.

Induktionsschritt
Falls ts aus zwei oder mehreren Knoten besteht, bleibt nach dem ersten
Schritt des Algorithmus folgender Term iibrig:

. .
huffman ¢ d z



Der neue Baum, der hier an dritter Stelle eingefiigt wurde, kann im allgemei-
nen an jeder Position in der Liste stehen. Die so entstandene Liste entspricht

d a

© Wd Wa+Wb w

huffman (splitLeaf Wq @ wy b).

z

Da w, und w;, minimal sind und somit im ersten Schritt ¢ und b kombiniert
werden, sind die Funktionen huffman und splitLeaf in diesem Fall kommu-
tativ.

splitLeaf (huffman ) wq awy b

c Wy WtW, W,

Nach Lemma 5 erhélt splitLeaf hier die Optimalitdt, d.h. es muss nur die
Optimalitdt des rekursiven Aufrufs der huffman-Funktion gezeigt werden.
Diese folgt direkt aus der Induktionshypothese.

Somit wurde gezeigt, dass der Huffman-Algorithmus zu Bindrbdumen mit
minimaler gewichteter Pfadlange fithrt. Der konkrete Beweis in Isabelle benotigt
noch einige zusétzliche Hilfslemmata und Aussagen iiber die Eigenschaften
der entstehenden Bindrbdume, folgt aber der hier vorgestellten Struktur.

6 Anwendungen

Der Algorithmus kann in der Praxis Einsparungen der Datenmenge von 20
- 90% erzielen [3, S. 385], ist dabei jedoch sehr abhéngig von der Verteilung
der Haufigkeiten der einzelnen Symbole.

Die Verarbeitung von Kodierungen mit variablen Langen ist auf Compu-
tern, die meist auf festen Byte- bzw. Wort-Groflen arbeiten komplizierter.
Dies ist bei der Verarbeitung von Text problematisch.

Huffman-Codes werden heute haufig als verlustfreier Schritt in Komprimie-
rungsverfahren wie z.B. JPEG oder MP3 eingesetzt. Auflerdem kommen sie
in vielen Anwendungen als letzter Schritt vor, um die zu vor komprimierten
Daten auf moglichst optimale Art abzuspeichern.

Da der Huffman-Algorithmus die H&ufigkeiten der im Text enthaltenen
Zeichen als Eingabe benotigt, ist keine Echtzeit-Komprimierung méglich.
Es existiert jedoch eine dynamische Variante des Huffman-Algorithmus, die
auch mit einem Pass eine gute Anndherung an die optimalen Huffman-Codes
liefert [5].

Huffman-Codes bestehen immer aus einer ganzzahligen Anzahl Bits. Des-
halb besteht die Moglichkeit, mit Arithmetischem Kodieren, wobei Daten
als ein einziger Bruch zwischen 0 und 1 mit variabler Genauigkeit dargestellt
werden, Daten noch effizienter zu kodieren [6]. Huffman-Codes kénnen als
Spezialfall dieser Methode gesehen werden.
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