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Zusammenfassung

Es wird eine Erweiterung des Lambda Kalkiils und ein zugehoriges
Typsystem betrachtet, welche lokale polymorphe Definitionen erlauben.
Es werden sowohl Typisierungsregeln als auch ein Inferenzalgorithmus ge-
geben. Aulerdem werden Aussagen iiber Korrektheit, Vollstandigkeit und
Komplexitéit des Algorithmus zusammengefasst.

1 Erweiterter Lambda Kalkiil

Die folgenden Kapitel 1 bis 6 basieren auf einer Verdffentlichung von Da-
mas und Millner [2]. Als unterliegende Sprache wird ein mit let- Ausdriicken
erweiterter Lambda Kalkiil verwendet. Ausdriicke in diesem kénnen die
folgende Form haben, wobei « aus einer Menge von Bezeichnern fiir Va-
riablen und Konstanten stammt:

to=z|tt | Azt|letz=tint

Let-Ausdriicke erlauben es lokale Definitionen vorzunehmen. Der Term
t wird hierbei an den Namen z gebunden, welcher in ¢’ verwendet wer-
den kann. Bei der Auswertung wird ein let-Ausdruck der obigen Form
zu (A\z.t') t, die Bindung an einen Namen wird nun von der Abstraktion
iibernommen. Ohne Beachtung der Typen koénnen let-Ausdriicke also als
syntaktischer Zucker gesehen werden.

Dies suggeriert bereits einen naiven Ansatz fiir die Typinferenz. Durch
Umwandlung aller vorkommenden let-Ausdriicke in Abstraktionen erhélt
man einen Ausdruck des Lambda Kalkiils, fiir welchen man einen Typ mit
den bekannten Methoden inferieren kann.

Dieser Ansatz kann jedoch fiir viele eigentlich sinnvolle Ausdriicke kei-
nen Typ inferieren. Ein Beispiel dafiir ist unter anderem let I = Ax.xzin I I.
Entfernen des let-Ausdrucks liefert (A.1I) (Az.x). Fiir diesen Ausdruck
ldsst sich kein Typ inferieren, da fiir beide I aufgrund der vorkommenden
Selbstanwendung ein je unterschiedlicher Typ berechnet werden miisste.
Unabhiingig davon gelingt die Auswertung zu (Az.z) problemlos.

Der im folgenden dargestellte Ansatz erlaubt es einen Typ fiir das
Beispiel anzugeben. Hierfiir ist es notwendig, dass mit let-Ausdriicken
vorgenommene Definitionen polymorph sind, dass heifit sie kénnen mit
unterschiedlichen Typen verwendet werden.

Das Beispiel enthélt zwar die Selbstanwendung I I, dies ist jedoch ein
Spezialfall. Das vorgestellte Typsystem ermdoglicht keine Typisierung von
Selbstanwendungen im Allgemeinen. In @hnlicher Weise erlaubt es kei-
ne allgemeine Rekursion. Wie auch schon beim einfach getypten Lambda



Kalkiil, kann diese aber durch einen expliziten Fixpunkt Kombinator hin-
zugefiigt werden.

2 Typen und Typschemata

Die Menge der moglichen Typen eines Terms unterscheidet sich nicht von
der fiir den einfach getypten Lambda Kalkiil genutzten. Typen beste-
hen aus primitiven Basistypen ¢ (z.B. Int, Bool, ...) und Typvariablen .
Zusétzlich ist es moglich aus diesen kompliziertere Funktionstypen zu er-
zeugen.

Ti=t|a|lT—=1

Im folgenden werden Typen mit 7; und Typvariablen mit «;, 5;, ... be-
zeichnet Wenn ein Term t den Typ 7 hat schreib man ¢ : 7.

Diese Typen reichen jedoch nicht aus um den gewiinschten durch
let-Ausdriicke in Termen vorkommenden Polymorphismus darzustellen.
Hierfiir ist es notig gewisse Typvariablen explizit als beliebig zu markie-
ren. Die im folgenden definierten Typschemata erlauben genau dies. Sie
bestehen aus einem Typ, in welchem manche Typvariablen allquantifiziert
sind. Dies konnen keine, einige oder auch alle vorkommenden Variablen
sein. Insbesondere ist deshalb jeder Typ auch ein Typschema.

o x=171|Va.o

Genau wie bei Typen schreibt man t : ¢ wenn ¢ ein zu t passendes
Typschema ist. Die Menge aller freien Typvariablen in o wird mit F'V (o)
bezeichnet. Dies sind alle Typvariablen die nicht durch einen Allquantor
gebunden sind.

3 Substitutuionen

Eine Substitution auf Typen ist eine Funktion, welche Typvariablen durch
Typen ersetzt. Man schreibt [7;/aa, ..., Tn /aw] fiir die Substitution welche
«; durch 7; ersetzt. Da Substitutionen Funktionen sind, wird ihre Anwen-
dung auf einen Typ durch einfaches Voranstellen ausgedriickt. So wertet
zum Beispiel [int/a1, oz = as/az](0r — a2) zu int — as — a4 aus.

Das Konzept der Substitutionen ldsst sich von Typen auf Typsche-
mata iibertragen. Bei Anwendung einer Substitution auf ein Typschema
ersetzt man nur die freien Variablen und ldsst die gebundenen unberiihrt.
Wenn man das vorherige Beispiel leicht abéndert, liefert [int/oa1,as —
au/az](Vaz.an — as) das Typschema Vas.int — ao.

Wie bei Substitutionen in prédikatenlogischen Formeln ist auch bei
Typschemata Vorsicht geboten, wenn freie Typvariablen eingesetzt wer-
den, da diese nun ungewollt durch einen Quantor gebunden sein kénnen.
Als Losung bietet sich an, wenn notwendig, die gebundenen Typvariablen
vorher implizit umzubenennen.

Ein Typschema o' heifit eine Instanz eines anderen Typschemas o
wenn es eine Substitution S gibt, sodass o’ = So.

Im Gegensatz dazu hat ein Typschema o = Vi ...am .7 eine generische
Instanz o' =VBi...B8,.7', geschrieben o = o', wenn 7" = [1; /a1 ...Tn/Qn|T



fiir Typen 71, ..., Tm und die S, ..., By nicht frei in o vorkommen. Zu beach-
ten ist hierbei, dass die Anzahl der a und [ unterschiedlich sein kann. Es
ist also moglich generische Variablen zu entfernen oder hinzuzufiigen. So
sind zum Beispiel Vag.a1 — int, Vas.an — as und VasVas.cn — as — ag
alle generische Instanzen von Vaz.an — a2, da jeweils die Substitutionen
[int/az), [as/az] und [as — au/a2] existieren.

Kurz, in einer Instanz wurde also in freie Variablen eingesetzt, in einer
generischen Instanz in gebundene Variablen.

4 Kontext

Im folgenden ist ein Kontext ' eine Menge von Aussagen der Form z : o.
Ein Kontext enthélt zusitzlich zu jedem moglichem Bezeichner héchstens
eine Aussage. Deshalb muss, wenn eine neue Aussage gespeichert werden
soll, die eventuell bereits enthaltene zuerst entfernt werden. Soll aus einem
Kontext I' die Aussage iiber Bezeichner x entfernt werden, so schreibt man
I';. Neue Elemente koénnen iiber die normale Mengenvereinigung hinzu-
gefiigt werden. Das Konzept der Substitutionen aus dem vorherigen Ab-
schnitt lasst sich auf Kontexte iibertragen. Wenn S eine Substitution und
I" ein Kontext ist bezeichnet SI" den Kontext in welchem die Substitution
auf alle Typschemata in den enthaltenen Aussagen angewandt wurde, das
heifit die Menge {z : So|z:0 €T} .

5 Inferenzregeln

Die Inferenzregel zur Ableitung eines Typschemas sind in Abbildung 1
gegeben. Man schreibt I' - ¢ : 0 wenn sich mit diesen Regeln, unter den
Annahmen im Kontext I', das Typschema o fiir den Term ¢ herleiten lasst.
Hierbei entsprechen die ersten drei Regeln Taut, Comb und Abs genau den
Regeln fiir den einfach getypten Lambda Kalkiil. Insbesondere treten in
ihnen also noch keine Typschemata auf.

Die Regeln Inst erlaubt es anstelle eines speziellen Typschemas o’ ein
allgemeineres o zu berechnen. Dabei muss ¢’ eine generische Instanz von
o sein.

Die Gen Regel findet man in dhnlicher Form beispielsweise auch in der
Pradikatenlogik. Wenn fiir einen Term ein Typschema berechnet wurde
erlaubt sie in diesem freie Variablen in generische umzuwandeln. Dies ist
aber nur moglich wenn sie wirklich beliebig sind, also keine Informationen
iiber sie im Kontext vorliegen.

Nach der Let Regel hat ein let-statement das selbe Typschema wie
sein Korper. Hierfiir wird aber ein Typschema fiir den lokal gebundenen
Bezeichner benotigt, weshalb auch fiir den gebundenen Term ein Schema
berechnet werden muss.

Taut: ———— (z:0€1)  Ikt:o N
lFz:o Inst: Trt o (o =0d')
FHt: 7' > 71 TEd 7 .
Comb: o TI'kax:0o . ..
TrHtt -7 Gen: Tri Voo (o nicht frei in T')
Abs: FoU{z:r}bt:7 0 F'kt:o F,U{z:o}kt:7
PEAztr’ =7 ot Thletz=tint :7

Abbildung 1: Inferenzregeln



Die Anwendung dieser Regeln wird in Abbildung 2 gezeigt. Hierbei
wird mithilfe der Let Regel zuerst ein allgemeines Typschema fiir i gew&hlt.
Die Wahl wird im linken Teilbaum unter Verwendung von Gen fiir einen
beliebigen Typ gerechtfertigt. Im rechten Teilbaum wird fiir die beiden
Auftreten von I je ein unterschiedlicher Typ verlangt. Da jedoch bei-
de generische Instanzen des gewéhlten Typschemas sind, ldsst sich dieses
Problem beide Male mithilfe von Inst 16sen.

Es ist hervorzuheben, dass sich die Regeln nicht automatisch anwen-
den lassen. Im Beispiel ist es bereits im ersten Schritt, der Anwendung
der Let Regel, nétig ein Typschema o geschickt zu wéhlen. Des weiteren
konnen die Regeln Gen und Inst an jeder Stelle der Inferenz angewendet
werden, da sie nicht wie die anderen Regeln durch die Syntax des betrach-
teten Terms gesteuert werden. Es ist also notwendig einen Algorithmus
zu finden, welcher Inferenz ohne menschliches Zutun durchfiihrt.

Taut ———— Taut Taut

T alFz:a Tnst I:Yaa—all:Yoo—a Tnst I:Vaa—abl:Voaa—a
Abs F T :a—a U liVaa—sakli(a—a) o (a—oa) I:Vaa—abl:a—a
GCHF)\ vV Comb T-v FIT o
Lot .2 Va.a — o s Voo — o

FletI=Xeainll:a—a«

Abbildung 2: Beispiel

6 Algorithmus

Im folgenden soll nun ein Algorithmus ty (T, ¢) definiert werden, welcher
unter einer Menge von Annahmen einen allgemeinsten Typ 7 fiir einen
gegebenen Term berechnet. Neben dem Typ wird auflerdem eine Substi-
tution S zuriickgegeben. Diese enthélt Instanziierungen, welche wéhrend
der Ausfiihrung durchgefiihrt wurden.

Im Algorithmus ist es notwendig Typen zu unifizieren. Hierfiir wird der
Unifikations Algorithmus U von Robinson [4] verwendet. Dieser nimmt ein
Paar von Typen und berechnet entweder eine Substitution oder schligt
fehl. Wenn U(71,72) eine Substitution V' zuriickgibt, unifiziert diese 71
und 72, dass heifit V71 = Vo, Wenn 71 und 72 durch eine Substitution S
unifizierbar sind, findet U immer eine Substitution V', welche die beiden
ebenfalls unifiziert. Des weiteren ist dabei immer S = V R fiir eine pas-
sende Substitution R. Intuitiv setzt V also nur soviel wie unbedingt notig
ein, ist also so generell wie moglich.

Auflerdem ist es notig neue, bis jetzt ungenutzte Typvariablen zu
generieren. Im folgenden wird deshalb die Existenz einer Funktion
new_variable() angenommen, welche bei jedem Aufruf eine solche Va-
riable generiert.

Des weiteren benétigt man eine Moglichkeit Typvariablen in einem
Typ explizit als polymorph zu markieren. Fiir diesen Zweck wird die Funk-
tion gen(T',7) = Vai..Van. 7 mit {a1,...an} = FV(r) \ FV(I') definiert.
Diese allquantifiziert alle Typvariablen in 7 welche nicht frei in I' vorkom-
men, iiber die also noch keine einschriinkende Information bekannt ist [1].



Der Algorithmus durchlduft den zu typisierenden Term rekursiv.
Die dabei auftretenden vier Fille werden im folgenden als Pseudocode
prasentiert und kurz erldutert.

ty(T',z) =
case I'(z) of
VYai..Vo,. 7 =
([new-variable()/aa, ..., new_variable() /ax]T, [])
| _= throw Exception

Wenn der Algorithmus auf einen Bezeichner stofit, lasst sich dieser
nicht weiter zerlegen. Die einzige verfiigbare Typinformation findet sich
also im Kontext, weshalb eine Exception geworfen werden muss, falls die-
ser keine passende enthilt. Ein gefundenes Typschema muss vor Riickgabe
in einen Typ umgewandelt werden. Dafiir werden alle generischen Varia-
blen mit neu generierten freien Variablen ersetzt. Insbesondere werden
dadurch fiir unterschiedliche Auftreten eines Bezeichners unterschiedliche
Typvariablen ohne Abhéngigkeiten untereinander gewihlt. Dieser Schritt
kann als Kombination der Regeln Taut und Inst gesehen werden.

ty(F ,tl tz) =
let (Si,71)=ty(l,t1) in
let (SQ,TQ) = t’y(SlF, tQ) in
let B =new_variable() in
let VIU(SzThTz—)ﬁ) in
(VS251,VP)

Die Behandlung der Applikation folgt der Regel Comb. Zuerst wer-
den Typen fiir die Funktion ¢; und das Argument ¢z berechnet. Anstelle
des Pattern Matching in der Regel wird hier Unifikation benutzt um den
Riickgabetyp zu erhalten.

ty(T, Ax.t) =
let B =new_variable() in
let (S,7)=ty(TzU{x: B}, ¢) in
(5,8—7)

Im Falle einer Abstraktion muss wie auch in der Regel Abs der Typ des
Funktionskorpers ¢’ berechnet werden. Da die Sprache keinerlei Typanno-
tationen enthilt, konnen keine Annahmen iiber den Typ von = gemacht
werden, weshalb eine neue Typvariable generiert werden muss. Zu be-
achten ist, dass der angenommene Typ fiir x nicht generisch ist, da von
Abstraktionen gebundene Variablen nicht polymorph sind.

ty(l', let z=t in t')=
let (51,T1):ty(r,t) in
let (S2,72) =ty(SiTs U{z: gen(SiT,m)},¢') in
(8251, T2)

Der Fall fiir let-Ausdriicke entspricht einer Kombination der Let und
Gen Regel. Zuerst wird ein Typ fiir ¢ berechnet. Dieser kann aber nicht
als Annahme fiir z in der Berechnung fiir ¢’ benutzt werden, da eventu-
ell vorkommende polymorphe Typvariablen nicht als solche markiert sind.
Aus diesem Grund wird der Typ mithilfe von gen zuerst in ein Typschema
umgewandelt.

Der Algorithmus ist korrekt im folgenden Sinne: Wenn der Algorith-
mus einen Typ berechnet ty(I',t) = (S, 7), dann kann dieser auch mithilfe



der Regeln abgeleitet werden: ST' F ¢ : 7. Durch Anwendung von gen auf
das Ergebnis kann der Algorithmus auch zur Berechnung eines Typsche-
mas gen (ST, 7) verwendet werden. Auch dieses kann mithilfe der Regeln
abgeleitet werden, wofiir nur einige Anwendungen der Regel Gen notwen-
dig sind: ST+ ¢ : gen(ST, 7).

Der Algorithmus ist vollstdndig in dem Sinne, dass er, wenn eine Ab-
leitung der Form T' - ¢ : o existiert, einen Typ berechnet ty(T,t) = (S, 1)
berechnet. Das zugehérige Typschema gen(ST, 1) ist dabei so generell wie
moglich, da gen(ST, 1) = o gilt.

Als Konsequenz dieser beiden Eigenschaften folgt die Entscheidbarkeit
des Problems, ob ein Term typkorrekt ist.

7 Komplexitit

Es existieren Ausdriicke fiir die der Inferenzalgorithmus exponentielle Lauf-
zeit hat. Ein Beispiel ist der folgende Ausdruck. In diesem wird die Syn-
tax (z,y) fir ein Paar von Termen z,y benutzt. Diese ist zwar in der
gegebenen Definition des erweiterten Lambda Kalkiils nicht vorhanden,
kann aber leicht nachgebaut werden, indem man (z,y) als Abkiirzung
fiir A\z.z x y gesehen wird. Die beiden Komponenten kénnen dann durch
Anwendung von Azy.x oder Azxy.y wieder extrahiert werden.

let 2o = Az.x in
let 1 = (x0,z0) in
let x3 = (z1,71) in
let zn = (Zn—1,Tn-1) in
Tn

In diesem Ausdruck verdoppelt sich mit jeder Zeile die Anzahl der
bendtigten Typvariablen, da die Terme in den beiden Komponenten, ob-
wohl sie gleich sind, unabhingige Typen haben. Dementsprechend hat der
berechnete Typ eine Lénge in GroBenordnung Q(2°7).

Man kann auflerdem zeigen, dass das Problem, ob ein Term typkorrekt
ist, DEXPTIME-hart ist. Fiir den Beweis wird eine, in polynomieller Zeit
laufende, Ubersetzungsprozedur konstruiert, welche eine beliebige Turing
Maschine mit exponentieller Laufzeit und eine Eingabe in einen Ausdruck
des erweiterten Lambda Kalkiils iibersetzt. Dieser ist genau dann typi-
sierbar, wenn die Turingmaschine die Eingabe akzeptieren wiirde. Somit
konnen beliebige Probleme mit exponentieller Laufzeit auf eine Typinfe-
renz reduziert werden.

Jedoch ist zu bemerken, das exponentielle Laufzeit praktisch nur in
konstruierten Beispielen auftritt. In den meisten vorkommenden Féllen
verhélt sich die Laufzeit linear zur Eingabelénge [3].
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